
問題3．Vをベクトル空間，Ul，抗，…，仇をVの有限次元部分空間とする．

そのとき一般には

dim（Ui＋・・・＋th）≦dimUl＋・‥＋dimと左

であって，Ul十‥・＋仇が直和であるときまたそのときに限って，等式

dim（Ul＋…＋U；）＝dimUl＋・・・＋dimU，

が成り立つ．かつ，その場合，査＝1，…，γのおのおのに対し，抗の基底を

α（‘）＝i扉），‥・，鞠（里（dim坑＝帰とすれば，α（1），α（2），…，α（γ）の元を並べ

て得られるた1＋た2＋…＋た，個の元の組

α＝i叫（1），…，掬（1），叫（2），…，鴨（2），…，勘（γ），…，恥や）

は仇㊥・・・◎坊の基底となる．

この命題の証明せよ．

（解答）　仇，抗は，Vの有限次元部分空間なので，
dim（Ul＋U2）≦dimUl＋dimこち

であり，Ul＋抗，仇は，Vの有限次元部分空間なので，

dim（（Ul＋U2）＋U3）≦dim（Ul＋U2）＋dimt左

である．よって，

dim（坑＋U2＋U3）≦dimUl＋dimとち＋dimU3

である．以下，同様にしていくと，

dim（坑＋…＋U，）≦dimUl＋…＋dim仇

が成り立つ．

和打1＋…＋仇が直和

⇔任意の五（2≦戎≦γ）に対して（仇＋…＋抗＿1）∩坑＝（0）

⇔任意の盲（2≦盲≦γ‖こ対して

dim（Ul＋…＋ULl）＋dimUi＝dim（Ul＋…＋Ui）

⇔dim（Ul＋…＋払）＝dimUl＋…＋dimU，

任意のZ∈坑◎…◎仇は，

Z＝勘＋…＋叫，叫∈坑（盲＝1，…，γ）

の形に一意的に表される．また，叫∈抗は，

叫＝α1（甑1（i）＋…＋α毎（り鞠（り

の形に一意的に表される．よって，Z∈UlO・‥①仇は，

Z＝α1（1）叫（1）＋…＋α鳥1（1玩1（1）＋…＋α1（γ）叫（γ）＋…＋αん予）耽（γ）

の形に一意的に表される．よって，

α＝i扉1），…，叫（1），叫（2），…，鴨（2），…，扉γ），…，耽（勺

は打10・‥0仇の基底となることが示せた．



ポイント：打，Wは，Vの有限次元部分空間のとき，

dim（U＋W）≦dimU＋dimW

打，Wは，Vの有限次元部分空間のとき，

打＋WもVの有限次元部分空間である．

打，Ⅳは，Vの有限次元部分空間で，打∩Ⅳ＝（0）のとき，

dim（U＋W）＝dimU＋dimW

任意のi（2≦i≦r）に対して，dim（Ul＋…＋LLl）＋dimUi＝dim（Ul＋…＋抗）

⇔dimUl＋dimUi＝dim（Ul＋th）
dim（Ul＋U2）＋dimU；＝dim（Ul＋U2＋U3）

dim（Ul＋・・・＋払－1）＋dimt左＝dim（Ul＋・・・＋U，）

⇔dim（Ul＋・・・＋U；）＝dimUl＋…十dimU，

任意のZ∈坑0…㊦坊は，

Z＝叫＋…＋叫，叫∈抗（哀＝1，・‥，γ）の形に一意的に表される．

抗の基底を小㌦），…，叫（里とすれば，任意の叫∈裾も

叫＝α1（i）1㌦）＋…＋鴨（り鞠（‘）の形に一意的に表される．

任意のZ∈打（dimとJ＝坤こ対し，机，…，γ犯の1次結合として，

Z＝α1叫＋…＋αれγ花の形に一意的に表されるならば，

（Vl，…，γ托）は，打の基底となる．


