
問題6．ベクトル空間Vの線型変換FがKerF2＝KerF，ImF2＝ImFを満たすなら

ば，Ⅴ＝ImダOKerFであることを証明せよ．この問題ではVを有限次元とは

仮定しない．

（解答）　任意のγ∈ImダnKerFに対し，

あるW∈Vが存在してγ＝ダ（ぴ），ダ（可＝0

が成り立つ．

F2（W）＝F（V）＝0となるので，W∈KerF2となる．KerF2＝KerFより，

ひ∈Kerダとなるので，ダ（ひ）＝0が成り立つ・γ＝F（ぴ）より，γ＝0となる

ので，ImダnKerダ＝（0）であることが示せた．

また，任意のγ∈Vに対し，ダ（可∈ImF＝Imf12より，

あるZ∈Vが存在してダ（可＝ダ隼）

が成り立っ．

ダ（U－ダ（Z））＝ダ（可一郎（Z）＝0となるので，リープ（Z）∈Kerダである．

よって，Vは，拍）∈ImダとU一才（Z）∈Kerダの和で表せるので，

Ⅴ＝Imダ＋Kerダであることが示せた．

ImFnKerF＝（0），V＝ImF＋KerFより，V＝ImFoKerFである

ことが示せた．

ポイント‥V＝ImFOKerF⇔ImFnKerF＝（0），V＝ImF＋KerF

γ∈ImF⇔あるぴ∈Vが存在してV＝ダ（W）

γ∈KerF⇔ダ（可＝0

任意のV∈ImFnKerFに対し，V＝0となる⇔ImFnKerF＝（0）

F（可∈Imダ2⇔あるZ∈Vが存在してダ（可＝が（Z）

ベクトル空間Vの線型変換ダに対し，

ダ（U＋可＝ダ（可＋ダ（ひ）・（V，ひ∈りが成り立つ．

任意のγ∈Vに対し，あるγ1∈巧，γ2∈鴨が存在して，γ＝叫＋γ2

⇔Ⅴ＝佑＋鴨

Vが有限次元ならば，次元定理を用いた別解が存在する．


