
問題8．ダを，ダ2＝丁であるような，ベクトル空間Vの線型変換とする．そのとき

打＝車中∈隼ダ（可＝可，Ⅳ＝（坤∈竹ダ（可＝一再

とおけば，打，WはVの部分空間であって，Ⅴ

さらに，もしVが有限次元でdimV＝れならば，

rank（ダーJ）＋rank（ダ十才）＝乃

であることを示せ．

（解答）

打0Ⅳとなることを証明せよ

0∈Vかつダ（0）＝0より，0∈打

であり，

祝，γ∈打ならば，祝＋γ∈Vかつダ（祝＋可＝ダ（可＋ダ（可＝祝＋γ

となるので，祝＋γ∈打

であり，

任意の実数Cに対して，m∈Vかつダ（C可＝Cダ（可＝C祝

となるので，Cu∈打

である．よって，打はVの部分空間である．同様に，

0∈Vかつダ（0）＝0より，0∈W

であり，

祝，γ∈打ならば，祝＋γ∈Wかつダ（祝＋可＝ダ（可＋ダ（可＝－（視＋可

となるので，祝＋γ∈W

であり，

任意の実数Cに対して，助∈Vかつダ（C可＝Cダ（可＝－C祝

となるので，Cu∈W

である．よって，WはVの部分空間である．

任意のγ∈打∩Wに対し，ダ（可＝V，叩）＝－Vが成り立つ．－γ＝ダ（可

より，ダ（一可＝ダ2（V）＝坤）＝γとなるので，

0＝ダ（0）＝ダ（γ＋（一可）＝ダ（可＋ダ（一可＝γ＋U＝2V

が成り立つ・よって，γ＝0となるので，打∩Ⅳ＝（0）であることが示せた．

また，任意のγ∈Vに対し，
γ＋ダ（可

γ－ダ（可
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より，±ヱ坦∈打であり，
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∈Vより，三二空也∈Wである．
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よって，Vは，聖ヱ塑さびと竺二ヱ出∈Wの和で表せるので，
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V＝打＋Wであることが示せた．

打∩Ⅳ＝（0），Ⅴ＝打＋Wより，Ⅴ＝打㊤Wであることが示せた．
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（続き）　任意のγ∈Vに対し，げ一月（可＝ダ（可一項）＝ダ（可一里となるので，

（ダーJ）回＝0⇔ダ（可＝即
が成り立つ．よって，

U＝Ker（ダーJ）

である・同様に，任意のγ∈Vに対し，（ダ＋力（可＝ダ（可＋坤）＝ダ（可＋γ

となるので，

（ダ＋月（可＝0⇔ダ（可＝－即

が成り立つ．よって，

Ⅳ＝Ker（ダ＋J）

である．

rank（F－I）＝dim（Im（F－I））＝n－dim（Ker（F－I））＝n－dimU

であり，

rank（F＋I）＝dim（Im（F＋I））＝n－dim（Ker（F＋I））＝n－dimW

である．また，Ⅴ＝打OWより，

dimV＝dim（UoW）＝dimU＋dimW

が成り立つので，

dimU＋dimW＝n

である．

rank（F－I）＋rank（F＋I）＝（n－dimU）＋（n－dimW）

＝2n－（dimU＋dimW）＝n

が成り立つ．

以上より，題意は全て示せた．

ポイント：打はVの部分空間であるための条件は，以下の3つが成り立つことである．

（i）0∈打

（並）祝，γ∈Uならば，祝＋γ∈U

匝）任意の実数Cに対して，Cu∈打

Ⅴ＝UOWであるための条件は，以下の2つが成り立つことである．

（i）打∩Ⅳ＝（0）

（正）Ⅴ＝打＋Ⅳ

任意の線型変換Fに対し，rankF＝dim（Im（F））＝n－dim（Ker（F））

U，WがVの有限次元部分空間ならば，dim（UoW）＝dimU＋dimW


