
問題1．V，Ⅴ′を∬上の同じ次元の内積空間とする・写像ダ：Ⅴ→Ⅴ′（‘線型’とは仮定

しない！）が内積を保存すれば，すなわち任意の祝，γ∈Vに対して

（ダ（可lダ（V））＝（l車）

が成り立つとすれば，ダは計量同型写像であることを次の順序で証明せよ．

（a）iVl，…，‰）をVの正規直交基底とすれば，伊擁），…，ダ（‰））はⅤ′の正規直交

基底となることを示せ．

（解答）　任意の盲∈（1，・‥，可に対し，

脾（明）ll2＝（ダ（刷ダ（叫））＝hh）＝侮日2＝1

日ダ（叫川＝1

である・また，任意の豆，j∈il，…，可（盲≠かこ対し，

げ（叫）lダ（り））＝（可恒）＝0
となるので，Fh），・‥，F（‰）は内積空間Ⅴ′の正規直交系であり，

ダ恒），…，ダ（Vm）は一次独立である・V，yrの次元が同じなので，

伊（Vl），…，ダ（扉）はⅤ′の正規直交基底となることが示せた・

ポイント：Ⅴ′をれ次元の内積空間とする．

げ（vl），…，ダ（‰））がⅤ′の正規直交基底

⇔〈任意の豆∈（1，…，可に対し，岬（両日＝1任意の盲鳥∈（1，…，可（豆≠かこ対し，（ダ（可lダ（り））＝0

Fh），…，ダ（γれ）は一次独立．

げh），…，ダ（‰））が直交系＝⇒げ（机），…，ダ（扉）は一次独立

（b）任意の封1≦ブ≦可に対して

（ダ（C押1＋‥㌧十C九㌦）－Clダ（γ1）－…一Cれダ（‰）lダ（り））＝0

が成り立つことを示せ．

（解答）　clVl＋…＋Cれγれ∈Vより，

げ（cIUl＋…＋cmU誹ダ（り））＝（clVl＋‥・＋cnV諦メ）

であり，

（clF（ul）＋…十cmダ（扉岬（り））
＝Cl（ダ（叫）匿（り））＋…＋C示ダ（γれ）lF（り））

＝Cl（項り）＋…＋C舟舟J）＝（cl叫＋…＋Cれγ舟J）

となるので，

（ダ（clVl＋…＋cmVれ）－Clダ（Vl）一・‥－Cれダ（‰）lダ（り））＝0

が成り立つ．



問題1・V，Ⅴ′を∬上の同じ次元の内積空間とする・写像ダ：Ⅴ→Ⅴ′（‘線型’とは仮定

しない！）が内積を保存すれば，すなわち任意の祝，V∈Vに対して

（ダ（可lダ（可）＝（坤）
が成り立つとすれば，ダは計量同型写像であることを次の順序で証明せよ．

（C）（b）から

ダ（clV1＋…＋CれVn）＝ClF（vl）＋…＋CれF（‰）

を（すなわちダの線型性を）導け．

（解答）（机，…，扉をVの正規直交基底であるとする・このとき，（α）より

伊（Vl），…，ダ（VJ）はⅤ′の正規直交基底である．

ダ（cIVl＋…＋Cれγれ）－Clダ（vlト…一cmダ（‰）≠0

であると仮定すると，（b）より，

ダ（机），…，ダ（丸），ダ（cIVl＋…＋cmVnトclダ恒ト…一㍍ダ毎）

が直交系となるので，

ダ（可，…，ダ（彿），ダ（C曲＋…＋Cれ‰）－Clダ（Vlト…－Cれダ（Vれ）

が一次独立となり，Ⅴ′が乃次元内積空間であることに矛盾する．よって，

ダ（clVl＋…＋CれVn）＝ClF（叫）＋…＋Cれダ（γれ）

が成り立つ・このとき，ダは線型写像なので，任意の叫，・・・，γれ∈Vに対し，

ダ（clVl＋…＋Cれ射れ）＝Clダ（Vl）＋…＋Cげ（‰）

が成り立つ．

ポイント‥ダ（両，…，ダ（‰）が直交系＝⇒ダ（可，…，ダ（Vn）は一次独立

V，Ⅴ′を乃次元の内積空間とし，

（机，…，‰）をVの基底，伊（机），…，ダ（扉）をⅤ′の基底とする．

任意の実数cl，…，C竹に対し，

ダ（clVl＋…＋CれVれ）＝Clfl恒）十…＋Cれダ（Vn）をみたすならば，

ダ：Ⅴ→Ⅴ′は線型写像である．

（続き）（C）より，ダは線型写像である・このとき，何，…，Vn）をVの正規直交基

底とすると，

岬恒），…，ダ（扉）はⅤ′の正規直交基底である．
⇔ダは計量同型写像

である・（a）より，ダは計量同型写像であることが示せた．


